
Ogólna teoria miary

Lista 5

Zad 1. Sprawdzi¢, która z funkcji zbioru µ∗ : 2X → R+, jest miar¡ zewn¦trzn¡:

a) X jest dowolny, µ∗(A) =

{
1, x0 ∈ A

0, x0 /∈ A
, gdzie x0 ∈ X jest ustalonym punktem,

b) X jest dowolny, µ∗(A) = 1 dla A ⊂ X, gdy A 6= i µ∗(∅) = 0,

c) X = {x, y} i µ∗(∅) = 0, µ∗({x}) = µ∗({y}) = 10, µ∗(X) = 1,

d) X jest zbiorem stu punktów uªo»onych w macierz kwadratow¡ o 10 wierszach i 10
kolumnach, µ∗(A) jest ilo±ci¡ kolumn, które zawieraj¡ conajmniej jeden punkt z A,

e) X = N i µ∗(A) = sup A+inf A
2

, gdzie przyjmujemy sup ∅ = inf ∅ = 0,

f) X = N i µ∗(A) = sup A−inf A
2

, gdzie przyjmujemy sup ∅ = inf ∅ = 0,

g) X = N i µ∗(A) = |A|.

Dla miar zewn¦trznych wyznaczy¢ wszystkie zbiory µ∗-mierzalne.

Zad 2. Niech µ∗ b¦dzie miar¡ zewn¦trzn¡ na 2X i niech A, B ⊂ X. Pokaza¢, »e

a) je±li A lub B jest µ∗-mierzalny to

µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A ∪B) + µ∗(A ∩B),

b) je±li µ∗(B) = 0, to µ∗(A ∪B) = µ∗(A ∩B) = µ∗(A).

Zad 3. Rozwa»my na 2N∪{0} funkcj¦ µ∗(A) = sup A, gdzie przyjmujemy sup ∅ = inf ∅ =
0. Czy µ∗ jst miar¡ zewn¦trzn¡ i czy zbiory {0} i {1} s¡ mierzalne wzgl¦dem µ∗?

Zad 4. Niech X = {1, 2, 3}, S = {{1}, {2, 3}, {1, 3}, ∅}. Rozwa»my funkcj¦ zbioru µ :
S → R+

µ({1}) = 2, µ({2, 3}) = 4, µ({1, 3}) = 3, µ(∅) = 0.

Sprawdzi¢, »e wzór µ∗(A) = inf{
∑∞

i=1 µ(Ai) : A ⊂
⋃∞

i=1 Ai, Ai ∈ S} zadaje na 2X miar¦
zewn¦trzn¡ i wyznaczy¢ wszystkie zbiory µ∗-mierzalne.

Zad 5. Dla ka»dego ε > 0 znale¹¢ otwarty i g¦sty podzbiór R o mierze Lebesgue'a
mniejszej ni» ε.

Zad 6. Wykaza¢, »e miara Lebesgue'a nast¦puj¡cych podzbiorów R2 wynosi zero:

A = {(x, y) : x− y ∈ Q}, B = {(x, y) : x2 + y2 = r2, r ∈ Q},

C = {(x, y) : y = f(x), x ∈ [0, 1]}, gdzie f : [0, 1] → R jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Zad 7. Pokaza¢, »e w ka»dej przestrzeni euklidesowej Rk istnieje nieprzeliczalny zbiór
miary zero.


